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nach partieller Integration 


(20 b) 


f dXx Sx =0 

J a o 

^■l 

x _ d \ 9t*y | 1_ d g ix v dx/x dx v 

° d). \ w d 1 J 2 w d x 0 d X dl 


Hieraus folgt wegen der freien Wahlbarkeit der d x das Ver- 
schwinden der x a . Also sind 


(20c) - 0 

die Gleichungen der geodatischen Linie. 1st auf der betrack- 
teten geodatischen Linie nicht d s = 0, so konnen wir als 
Parameter A die auf der geodatischen Linie gemessene „Bogen- 
lange“ s wahlen. Dann wird w =1, und man erhalt an Stelle 
von (20c) 

dr Xfx dg/xv dx a dx^ 1 d g^ y dx/u dx v __ ~ 

ds- dx a ds d s 2 d x a ds ds ~~ 9 

oder durch bloBe Anderung der Bezeichnungsweise 


(20 d) 


9a 


cP X t 
a d s 




[t V 
(J 


dXf.i dx v __ ~ 

ds ds ~~ 9 


wobei nach Christoffel gesetzt ist 



Multipliziert man endlich (20 d) mit g aT (auBere Multiplikation 
beziiglich t, innere beziiglich a), so erhalt man schlieBlick als 
endgliltige Form der Gleichung der geodatischen Linie 


( 22 ) 


d 2 x x hi d x^t d x v 
ds 2 i t I ds ds 


= 0. 


Hierbei ist nach Christoffel gesetzt 



§ 10. Die Bildung von Tensoren durch Differentiation. 

Gestiitzt auf die Gleichung der geodatischen Linie konnen 
wir nun leicht die Gesetze ableiten, nach welchen durch Diffe- 
rentiation aus Tensoren neue Tensoren gebildet werden konnen. 
Dadurch werden wir erst in den Stand gesetzt, allgemein ko- 
variante Differentialgleichungen aufzustellen. Wir erreichen 
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dies Ziel durch wiederholte Anwendung des folgenden em- 
fachen Satzes. 

1st in unserem Kontinuum eine Kurve gegeben, deren 
Punkte durch die Bogendistanz s von einem Fixpunkt auf 
der Kurve charakterisiert sind, ist ferner cp eine invariants 
Baumfunktion, so ist auch dcp/ds eine Invariante. Der Be- 
weis liegt darin, daB sowolil d<p als auch ds Invariante sind. 

Da dcf _ d <i d Xfx 

~ds ~ dx h ds ’ 

so ist auch 


d cp d Xu 

v ~ ¥ x m ~dV 


eine Invariante, und zwar fiir alle Kurven, die von einem 
Punkte des Kontinuums ausgehen., d. h. fiir- belie bige Wahl 
des Vektoi's der d x u . Daraus folgt unmittelbar, daB 

. d <p 

(24) A f , = ^ 

ein kovarianter Vierervektor ist (Gradient von cp). 

Nach unserem Satze ist ebenso der auf einer Kurve ge- 
nommene Differentialquotient 


* 


d yj 
d s 




eine Invariante. Durch Einsetzen von y erlialten wir zunachst 


__ d' 2 cp d x il( dx v , d cp d* Xfi . 

X ~ d x^ d x v ds ds d x^ ds 2 

Hieraus laBt sich zunachst die Existenz eines Tensors 
nicht ableiten. Setzen wir nun aber fest, daB die Kurve, 
auf welcher wir differenziiert kaben, eine geodatische Kurve 
sei, so erhalten wir nach (22) durch Ersetzen von d 2 x v /ds 2 : 


/ 



d 2 y 

dx^dxy 


f/u vl d \ dx^ 
\ t J d Xx J ds 


dx v _ 
d s 


Aus der Vertauschbarkeit der Differentiationen nach // 
und v und daraus, daB gemaB (23) und (21) die Klammer j^’j 
beziiglich ju und v symmetrisch ist, folgt, daB der Klammer- 
ausdruck in ju und v symmetrisch ist. Da man von einem 
Punkt des Kontinuums aus in beliebiger Richtung eine geo- 
datische Linie ziehen kann, dx^/ds also ein Vierervektor mit 
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